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Surveys in Geometry(1981j1982)の記鍔
昭和57年2月4日から 3日間にわたって第三間関の
Surveys in Geometryが慶応義塾大学理工学部において
併jかれた.今回のテーマは極小山国論で次のようなプロ
グラムのもとに，古典複小LII1IT百論，最近の進展，応用，
今後残されている問題など，探々な観点からの報告がな
されTこ.
極小尚喜互の微分幾何的側面
古典極小曲面論入門・………-…・……剣持勝衛
Enの中の極小曲面論，最近の発展を中心とした微
分幾何的諮結果……...・H ・...・……-…丹野修吉
空間形の極ノト部分多様体
日本人の活躍を中心として 一日…荻上紘一
極小磁函論の応用
Positiv巴massconjectur巴に関連して…西川督率
Ricci I民主容が正な3次元リーマン多様体について
・・・・・・・佐々木武
3次元リーマン多様体の中の面積最小な曲面につ
いて(Smith予想への応用)…・…・・…ー 加i2k+吉
正のスカラー曲率を持つリーマン多機体について
・・・服部品夫
極小曲面論の解析的傾IJ箇
極小rllJ国の存在に関する Douglas-Rado-M orr巴Y
解とその佐賀について………・……溶合車問自[i
今回のSurveyでは外国で活躍する若い数学者， Yau， 
Schoen， M巴eksなどの仕事の紹介が主なるものであり，
これらの結果については‘数学'に論説として載ることは
ほとんどないので，数学編集部からの希望によって，こ
こに記録として集会の概要を述べることとなった.内容
が盛富すぎることもあって，取り上げる題材に多少偏り
ができ，記述が上すべりになってしまうことは避け符な
いが，これらいたらぬ点については，この研究集会で用
意された3分flL約800頁に及ぶ資料を参照して頂きた
い. (落合与四郎氏に問い合わせれば入手可.) 
始めに keywordsを用意する.はめこみf:M→
(N， g)が極小であるとは平均的率 ""0を以って定義する.
これはfのコンパクトな台を持ち境界を固定する任意の
??
?
?
? ? ，、?? ?
変分に対して体積額分の第一変分 =0と同値である.
(dim lvI=lの狩は浪1]1也線. diml¥J=2のn寺が極小rliJ函)
この時，さらに第二変分 ~O のとき f は安定であるとい
う. (第二変分 >0 のn寺を安定 ~O のi待を弱安定と用語
を{使い分けることもある.)特にfが体積に関して最小性
をもっとき，例えばPlateau問題の解，E協の中のグラフ
として定義される極小趨曲面，は安定である.
1. Euclid空間Eねの探小曲商， Gauss写像
X:M'→En を E沼の(壊入された)助問とする.年~ì，混
座主主系の存夜から，Mの向きと，MIこ誘導された計泣に
よって M(こ複索構造が定義される.その意味で Xは等
角写像である.したがってMの局所複素Jili襟系(z，U)を
使ってa，x:U→ Cη で定義される写像X:M吋 Cpn-，に
ついて 1mχCQn-2:={(Z，:…:zη)ECpn-';玄(z，)'=Oj
である x:M→Qn-'はXのGauss写像 G:M 歩G"π
(=グラスマン多様体)と自然に同一視される.重要なこ
とはXが短小であることと，a，xしたがって χがholo・
morphicであることが問fo立となることである.
4寺lこ11=3のとき，この1M誌はiJll¥極小rll1mi論で最も
重要な結果の一つである次の公式として述べられる.
定理(Wei巴rstrass-Enneper，1866)， E3の任意の短小
uh面は次の形に表現される.
X(I:) = (沢bej C3νす七f(l-g'り)κ 
吋Cνt七f川 2り)ι Re巴j ラ'fgdμ州吋叫l:め1)今， 1: E D， 
ここでDはC又は {ZEC;[z[<l}， f，gはそれぞれD
上のま員IJ関数，有玉虫型sSJ数でgのk次の poleではn土
21次の zeroとなるもの.この時， g: D→CU{∞}は
stereographic map C U {oo j ~ S2によって Gauss写像
G:D→S'と同一視される.
この公式の応用として最近，t大の結果が得られている.
定程(Jorgε，Xavier， 1980)， E3の平行な2平面の間に
平坦でない完備緩小曲面が存在する.
定選(Xavier，1981).E3の平面でない完備短小EilJ函の
ガウス写像の除外点集合S'¥1mGは高々 6点からなる.
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K. Voss(1964)により S'上にお々 4個の任意のJ誌を与
えた時，それらを Gauss写像の除外点とする E3の完備
極小山商の存在が示されており， Xavierの結果が4点
iこまで改良できるか奇かは目下関題となっている. この
問題は， Oss巴rmanがB巴rnsteinの定玉虫の別託明を与え
るために示した結-来‘E"のljZilでない完備極小11阪の
Gauss 写像の像はS'で欄筏である (1959)'が出発点であ
った.
一般の河について，Enの極小rlJ而 Mが負の定ill1率を
持ったとすると，極小性から Gauss写像G:M→G"況
に→cpn-1はCpn-lのFubini-Study計;援すこ関し homo-
theticとなり (cf，Obataの公式， 1968)， Cpn-lへのanti嶋
Kahler怨入を与える.しかしこれは不可能(cf.Naka勾
gawa， Ogiue， 1976，)したがって官匁の援小r!1商で、食の定
rlh再三となるものは存在しない(Yau，1974)'. この結果に
ついて見出3のときは古典的な Ricciの定理‘負の曲率を
もっ曲面(M'，g)がP の梅小酪面として実現されるため
には v'-li.g(li.，立。の Gaussrtb率)が平坦であることが
必要十分'からもわかる.また一般の刊についても Ricci
の定涯を一般化した，Enの;極小FlIJ商の intrinsicな特徴
づけに関する Calabiの結果(1935)からもわかる. Yau 
の証明は Calabiの方法によっている.
Gauss写像と続小曲面の安定性については Barbosa-
do Carmo(1976)‘E3の短小山商Mの有界領域Dについ
てAreaG(D)くおなら Dは安定'という結果が得られて
いる.一般の Jlについては'Enの様小rlh雨具fのヰ主連総
領域Dについて
l ik|<4r 
al D 0 
なら Dは安定(Barbosa-doCarmo， 1980)'と拡張された.
仮定のtrについて，最近，慨は l山に改良した
この方面は， Sobolev不等式，等j謁不等式，ラプラシア
ンの幾何学，等の関連で興味が持たれている.
2. Bernsteinの問題
定理(Bernstein，1913).z=f(x， y)， (x， y)eE'のグラ
フとして定義される P の極小山部は平面である.
といういわゆる Bernsteinの定理は，その後いろいろな
別証明(e.g. Hein弘前述のOsserman等)や拡張がなさ
れた.中でも‘En-1上の関数fのグラフとして表わせ
るEnの極小超曲面は趨平面か?'という問題に関して
は現在，一応の解決をみている.すなわち 11=4の時
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De Giorgi， 1965， 1= 5の日寺Almgren，1966， n;;8の時
Simons， 1968，により肯定的に解かれたー証明は，考え
る綴ノj、超il簡の4!(1if浪速での漸近挙!ll}J，及びそうして生ず
るS.-1の短小超出国の安定性の議論が鍵となる.また
1ミ9では Bombiεri-DeGiorgi-Giusti， 1969，により反
例の存在が示された. しかしこの反例について具体的な
形，幾何学的性質はほとんど知られていない.
Enの中のグラフで定義される短小超r!hIJI{主 minimiz事
ing propertyをもち，特に安定である.この点に注関し
て現在では次のように幾何的に一般化されたおernstein
の問題に興味が注がれている.
問題.Enの中の完備かつ安定な;憾小超1而は超エ!z簡
に限るか?
もちろん， η議9では先の反例がそのままこの問題の反
例になるので特にn芸誌についてが問題である.最近 Il
=3についてひoCarmo-Peng， Scho巴nが肯定的に解い
た.
一方Bernsteinの問題を Euclid夜間E勾の代わ担
に Minkowski空間 Ln=(Rヘー(命中+(命中+…+
(dx. )')で考えることもできる.Lnの超rtb街でその誘導
苦1':泣がlE定値となるものを空間的超rtbili(名前の由来は
相対論から)という.空間的怒rtb衝についてその平均出
率三Oなるものを極大であるという. (綴小という誌を
用いないのは平均i助率三Oがこの場合，局所的には体積
の極大性を意味するからである.)そしてこの時さらに体
積積分の第二変分 ;;0となる時それは安定であるという.
完備空間的総大超曲面は常に安定であることがわかり，
Calabiの問題と!呼ばれる次の問題があった.‘L匁の完封s
夜間的媛大超出荷はき夜間的超平商か?'この問題は次元
の制限なしに，一般の nでCheng-Yau (1976)により肯
定的に解かれた.
3.極小曲面の安定性とその応尽
多様{本の位秘的，幾何的性質を調べるのに，そこに捜
入された極小部分多機体を手掛りにすることによって，
近年，多くの応用がなされてきた.ここでは安定機小部
分多様体の存在定理が護主きである.そのような応用とし
てまず典型的な例から始めよう.
NをRiemann多様体M の極小超曲面，A ~と第二基本
形式，RN，RMをそれぞれN，Mのスカラーrtb率とする.
この持第二変分公式と Gauss方程式から Nが安定であ
ることは次と同値になる.
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V ψ 巴Cす訳(N)
さて， dimi1，f=3 として，品f のr:þに genus;;;;l の r~~rlIli 
Nが安定短小rJuf混として実現されたとする. (*)で1"=1
とおいて N上でGauss-Bonn日tの定療を適用すれば
JNRJfdv ~ 0， 
したがって Mのスカラーilhl容は正であり得ない. Scho-
en， YauはMの基本群を手掛pにかかる安定傾小lb部
の存在を示し，次の結果を得た.
:iE王室(1979). Mを3次元向き付け可能な多様体とする.
πl(M)がgenus;;;;lの関r:!l!夜iの議本群と向型な音[5分'!;"fを
含めばMは正のスカラーr1率をもっ計誌を許容しない.
この1寺，非負スカラーf助率をもっ任意の言I'}主は平坦であ
る.
彼らは，さらに次元7以下の多機体について，iEのス
カラー曲率に対する{位相的路容についての結来を得てい
る.n正明の方法はこの定理と同様であるが次元の制限が
つくのは余次元1のホモロジー 綴の極小超EilJiliによる実
現定理を使うからである.
上の定玉虫はPositiveMass Conjecture iこも関係してい
るのでそれについて述べよう. Newton力学で箆カ場の
方程式は tl/=2rrμと表現される ここで/，μはR3上の
関数でそれぞれ重カポテンシャル， local massと呼ばれ
る./が然、限迷で /(x)~1+ 2M/lxl+O(lxl-2)(簡単のた
めM は定数とする)と展開されたIl寺，Mをtotalmassと
いう.こう呼ぶのは， Stokesの定理を伎って次の公式が
得られるからである:
(**) ム[ldx口 M
すなわち霊カポテンシャルの無線速での減少の皮合で考
えている系の totalmassがはかれるわけである. local 
mass;;;;O a:仮定すれば totalrnass注O. またこのとき
total mass = 0なら/=1となる.この-Ji， 自明な命
題を一般相対論で述べようとするのがPositiv巴 Mass
Conjectur日であった.これはSchoen，Yauによって次
の形に解かれた. (実際には次lこ示すよりかなり一般の
形で解かれている.) 
定理(1979). (JをR3のRiemann計盆で
(J if~(l+苧)a川
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となるものとする. この時スカラーl!bl事;;0ならばlvf;;
0，またスカラー r!h率三~O かっ M口 O なら o は平担.
この定玉虫の ~l" の M が total massに相当する致であり，
(R3， g)がある Lorentz多機体の空間的超r!b而として入
っていると考えた時，適当な仮定のもとに， Einsteil1の
重カ場のブJ怨式から localma8SミOと(R3，g)のスカラー
IJlJ率 ;;0が対応している.この問題は多くの人達の試み
があったが難しさの一つはいゅのような積分公式が得ら
れないことにある.Schoel1-Yauの方法は前の定理と同
じ考えによるが，今度はrtHi1の漸近的性質から安定梅
小rJlJ簡の構成をする.前と巡って扱う館小山部が 11011-
compactになるので公式(のを使う 1寺の testfunction伊
のとり方，その他で工夫が要る.
同様な，しかしより精密な議論を用いて Scho日I1-Yau
はさらに次の総菜を得た.
定理.Mを3次元nOI1 compact，完備， Ric>Oな
Riemann多様体とすると M はR3と微分間相.
定理の仮定Ric>Oは曳ic;;Oかっ Ric(x)>O，3XE 
M'におきかえられる(Aubin，Ehrlich). Ricci EiIJ容がiE
あるいは非負の多様体については古典的な Myε1'8の定
理(1941)やCheege1'-G1'omollの分解定理(1971)などい
ろいろ調べられていたが， 3次元の時，この定理は決定
的である. (この定理の compact)援が最近Hamiltonに
より報告されている.証明の方法は極小山函論を{交わな
い.)次元が4以上では反例がある.すなわちNobonnand
(1980) によれば Rn-1XS1(1l~主めには完備， Ric>Oな号l'
i立が入る. したがって4次元以上ではRic>Oの仮定か
ら¥rrd<∞もいえない.
4. I去のスカラー樹率をもっ計盤を許容する多機体に
ついて.
前官I'iでスカラー rlt率正となる多様体の性質について梅
小出国論からのアプロ}チを述べたが，ここでは G1'o-
mov-LaW80n (1980)の結果を中心に最近の進展を述べる.
山辺の問題， I(azdan-¥Varnerの仕事から， 3次元以
上の任意の関多様体では，ある点で負となる任意の関数
はある Riemann計涯のスカラー El1J率となることが知ら
れている. したがって正のスカラ}助率と多様体の{立中目
的構造との問の関係は重要である.この点についてまず
Lichne1'owicz (1963)はDirac作用禁についてのWeit-
zenbock公式から，iEのスカラー曲芸評をもっスピン多
様体で調和スピノルはOに限ることを示した.したが
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てAtiyah-Singerの指数定程より 2ロ O. この結果は
Hitchin(1974)により次のように拡張された.
Eさま翠.正のスカラ}尚三事をもっ閉スピン多様体Mに
ついて α(M)=O.
ここで日はスピン開成類の不変;註で，dimiVI=8kのと
α=A，伽 M=8k+4のときdzjZである この給
条から次元が81t+1，811+2のexoticsphereで正のスカ
-rllJ;;容をもたないものがあることが示される.この不
αはMが単ili結の場合は去のスカラーflhI容に対す
る障害としてほとんど完全である.
定環(Gromov…Lawson).5次元以上の1ti連結問多様
体Jげについて (i)MがスピンでなければM は立のス
カラーOI容を持つ. (i) Mがスピンかっ α(M)==Oのと
き，ある hがあって M のh悶のj妥結和はiEのスカラ}
もつ. (dimM<12ではk==lととれる.一般に h
=1ととれるであろうと予想されている.)
証明の方針は，余次元3以上の手術に対して正のス
カラ-0:;:;容を持つという性質が保たれること (Schoen-
Yau， Gromov"':Lawson)，その手術をうまく行なうこと
によって問題を問境類の段階に節約できることを示す.
ここでの方法は，より精密に行なうことによって単述結
でないときも有用であることが最近，宮崎(1982)により
示された.
定潔 G=みまたはZ'または有限生成自肉WHk=2
または奇数).MをdimM迄5，dimM>I， 7rl(M)~G な
る閉多様体とするとき (i)MがスピンでなければM は
iEのスカラー曲率を持つ. (i) Mがスヒ。ンかっ A(J'vI)= 
Oのとき適当にk聞の Gi主総和をとればiEのスカラーrl
E容をもっ.
ここで At立高次A穏数と呼ばれるもので，スピン檎
迭と基本群に関係した廷である.Aについては
定理(Gromov-La wson).正のスカラーrliJ率をもっ閉
スピン多様体Mについて A(M)口O.
この結果からトーラス TnはiEのスカラ}由主幹をもち
得ない，非負スカラ-00率をもったらその計丞は平塩で
あることが導ける(1I~玉7 については安定極小部分多様
体を佼って Schoen-Yauによっても得られていた.)上の
定理は，また Dirac作用素に関する消滅定恕を用いるが，
その証明法から， Gromov-Lawson 1まenlargableとい
う概念、を導入し，正のスカラ-rlh:2容の非存在についての
さらに強ャ、結来を得ている.
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5. Plateau問題について
rをRiemann多様体(N，O)内の Jordan曲線，D=={z 
EG; [z[く1}，00= [dz['をD上の苦[-:lJi，S== (fEC~(D， 
N)nco(D，N); f('dD)==r}， A(f)=Area(f)， A(r)== 
inf (A(f); f E S}とする.この設定でPlateau問題は
'A(f) = A(T) なる fES を~}とめよ'と述べられるが次のよ
うに解かれている.
定理(Morrey，1948). Nがhomogeneousregularかっ
E(r)<∞の持，A(f) = A(T)なる分岐極小池関fESが
存在する. (この解fをDouglas-Rado-Morrey解，以後
は単に DRM解， と呼ぶ.)
ここでNがhomog巴neousregularとは 'dN==rjJ， かっ
Nがnoncompactの持は無限遠で十分広がっているとい
う径の条件である E(r) = inf{+f)¥7f['dV; fES} 
fが分岐極小Eli商とはf河口200，'"ミ;0，Jf==Oなること
をいう. ).キOの所ではfは埠入で平均助率口Oとなる.
2==0の所ft分岐点という.N==E3の場合は， 1930年代
にDouglas，Radoが得た結果で，この時i対話fをDoug船
las-Iミado解という. DRM~平については次の性質が知ら
jもている.
定理.(i) r が Cm. α 級 (4~m~∞， ω O~aくりなら
DRM 解fはD上Cm.α級， (i) dim N==3の時DRM解
はD上に分岐点を持たない. (ii) dimN=3， rがひ級
ならDRMft採はD上に分岐点32持たない. (iv) dim N== 
3， Nは向き付け可とする時，N内の凸i領域 W('dWの第
二基本形式が内側lにiE定値)の境界 'dW上に Fがあれば，
f(D)cWなる DRM解fはうめ込みである.
(i)はHi1debrandt(1969)による.DRM解に限らず…
般の分岐極小山面についていえる.これに先立つて N==
E'， Cω の場合に Lewy(1951)による結果があった.N= 
P のn寺はNitsche等によりさらに精密化されている.
(i)に関連して最近， Shibataによる研究がある. (i)は
Osserman (1970)， Gulliver…Ossennan (1973)による.
dimNミ;4では成り立たない. (ii)はGul1iver-Leslie 
(1973)による.仮定のひはCwにできるだろうと予想さ
れている. (iv)はMeeks-Yauの最近の結果，後らはさ
らに問題を freeboundaげでも扱い，勺レーァ。定理'を得
た.これはホモトピー3球部上の巡閥的作用の悶定点集
合として現われる関出線、がノットしていないだろう，と
いう Smithの予想の肯定的解決に寄与した.
さて，以下N口E3とし IDe(r)，絞s(r)，飢DR(r)をそれ
ぞれrを張る (disk型の)分自主短小0面，安定燦小曲面，
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Doug!as-Rado解の全体とする. (ただしパラメーターの
差だけある 2つのr:th聞は同一視する.)rの長さが有限の
時，r/>キ羽lDR(r)c鋭s(T)c'iffi(T)であるが，rがCo級
の刊誌普羽'l(T)く∞が予想されている.
定理. (i) rが3jZfiにolこ射影されれば抑1(T)=1.
(ii) rがCω，rの会rlh率κが4"以下なら普'iffi(T)=1.
r が C∞ f( ~6ít' なら事笥1(T)く∞. (ii) rがCω級なら
葬おlDR(T)<∞. (iv) rがextrema!(rはあるo集合の
境界上にある)ならば，事(fE紛s(r);fはうめ込み}く∞.
(v) C∞級Jordan曲線全体の中で普鋭(r)く∞なる Fの
全体はC∞位相について問調密.
(i)は Rado(1932)による. (i)はNitsche(1973及び最
近)による. (ii)はTomi(1973)による. (iv)はYamaoka
(1982)による.付帯条例=γはうめ込み'は多分不幸さとい
われている. (v)はBohme-'T、romba(1981).
6. ~問形の極小部分多様体
iEri!l王手球部 Sm(l)の極小部分多様体については多くの
{fIJや興味深い結果があるが，ここで、は，特にSn(c)=rlhネ
c(半径c-O/O)のn次元球函，の Sm(l)への梅小組入に話
題を限りたい.球回の極小部分多総体についての基本的
な結果として有名な高橋の定理(1966)から，かかる極小
埋入 Sn(c)c二→Sm(l)，(ful)，について c=c(k)=I.什(k十
11-1)， m-;;;'m(k)， 11(1)十1= (21十n-1)・(k十日一2)!11! 
帯5
. (1I-1)!， IIENとなることがわかる.このような注入
の中でも，いわゆる標準極小樫入(これについてはη1=
1Il(k)でjA入は full)があるが， 1~=2 又lま 11-;;;'3 の 11初土木質
的に探対立衛!}、:l:ffi入のみで，n~3， h~4 の時は襟当主極小限
入以外の1A小限入が多く存在することが知られている
(do Carmo，ヰVallach，1971).後者の場合，最近Tsukada
lま， do Carmo…Wallachの議論を精街化して，標準緩ノト
思入の幾何的特徴付けに関する将来を得ている.様準撮
小壊入l土例えば S'(1/16)C二→S48(1)(1 = 3， k = 6に相当)
のように一般に余次元が非常に大きい.一般の緩小混入
sn(c)己 ~ーSペ1) ， cく1の余次元の下限についてm迄2nと
なることが知られている (Moore，1972). この不等式の
等号をみたす非自明な{日IJ: S'(1/16)に -"S6(1)，が最近
Ejiriにより構成された. (したがって Pontes(1974)の結
果‘S'(c)，cく1はS7(1)に梅小日l!.入不可能， (立正しくない.
Ejiriの例について，最近， Mashimoによる表現総(IZ]記
述がある.) 
一方，負の定rliJ等;~~n[jの梅小部分多機体については，
あ玄り多くが知られていないが，最近，Jl"の完備な安定
概小IliJf耐の族が Mori{こよりiWi成された. 2主nで述べた
do Carmo-Peng， Schoenの結果と比較すると興味深い.
(1982年 5)g31 j= 提出)
(こばやしおさむ・燈応義路大学理工学部)
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